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Abstract
Questo articolo effettua uno studio sul crivello di Eratostene al quale viene
applicata una media di distribuzione dei numeri primi nel rispetto del teo-
rema fondamentale congetturato da Gauss. La stima verra´ poi perfezionata
estendendola alla funzione logaritmo integrale di Gauss che per via delle
sue proprieta´ e´ il vero candidato a rappresentare la distribuzione media dei
numeri primi. Otteniamo cos´ı una funzione contatore Υ introdotta nella
sezione 5. Le sezioni 1 − 4 ci danno un’introduzione alla terminologia ed
una chiarificazione sui termini di Υ. La sezione 6 riassume le seguenti spie-
gazioni e fornisce due teoremi il primo usando lo sviluppo al primo ordine
del logaritmo integrale, il secondo tenendo conto degli ordini successivi.
1. Introduzione
Un numero si dice gemello se si trova a distanza 2 da un numero che lo
precede o lo segue.
Un famoso algoritmo per creare una tabella di numeri primi e´ il crivello di
Eratostene: in sequenza scriviamo gli interi dal 2 ad un numero n che e´
l’ultimo della tabella; cancelliamo tutti i numeri piu´ grandi di 2 che sono
divisibili per 2; i numeri che rimarranno saranno tutti gemelli, ma solo alcuni
tra questi sopravviveranno alle prossime eliminazioni. Poi cerchiamo il piu´
piccolo numero che rimane dopo la cancellazione: e´ il 3. A questo punto
cancelliamo tutti i numeri piu´ grandi di 3 che sono divisibili per 3, a questo
punto rimangono ancora numeri gemelli della forma 6k + 1 e 6k − 1. Come
prima solo alcuni di questi sopravviveranno alle prossime cancellazioni. Si
puo´ continuare fino ad arrivare a b√nc in modo che i rimanenti numeri
dopo la cancellazione siano tutti primi. Una famosa congettura afferma che
esistono infiniti numeri primi gemelli,il presente articolo vuole giustificare
la correttezza di questa affermazione attraverso la distribuzione di numeri
primi secondo la formula nlnn scoperta da Gauss. Verra´ dimostrato che
paradossalmente l’esistenza o meno di numeri primi gemelli dipende dalla
seguente osservazione: se la distanza in media della distribuzione dei primi
aumenta, la funzione che conta i numeri primi gemelli non decresce.
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2. Crivelli inaccurati
Per prima cosa osserviamo che volendo stabilire se un numero x e´ primo
basta controllare se e´ divisibile per gli interi al di sotto di
√
x.Analognamente
se vogliamo effettuare un crivello di Eratostene esatto fino al numero x
dobbiamo cancellare i multipli dei numeri primi minori di
√
x. Chiameremo
aspiranti primi gemelli quei numeri della forma 6k + 1,6k − 1 compresi tra
x e la sua radice.Essi sono
b2x
6
c − b2
√
x
6
c (1)
usando la (1) sbaglieremo al massimo di due numeri in eccesso, ma questo e´
un errore trascurabile e possiamo accettare la (1) senza le parti intere. Per
trovare le coppie bastera´ dividere tutto per 2. I numeri primi al di sotto della
radice, piu´ grandi di 3, verranno chiamati eliminatori visto che elimineranno
sicuramente qualche numero aspirante gemello; infatti loro stessi, essendo
della forma 6k + 1 o 6k − 1, posseggono un periodo di 6. Devono cioe´
effettuare 6 salti prima di effettuare un giro completo e verificare
6k + 1 ≡ 1 mod 6
6k − 1 ≡ −1 mod 6
La seguente figura chiarisce la terminologia adoperata
Fig 1 Un eliminatore y ed i suoi salti (o multipli).
essa rappresenta un eliminatore y ed i suoi salti che non sono altro che i
suoi multipli;y colpisce e quindi elimina i suoi multipli saltando in maniera
regolare dalla sua posizione iniziale.Ogni multiplo viene considerato modulo
6, in questo senso se y e´ congruo a 1 modulo 6 il suo sesto multiplo , ovvero
sesto salto ,sara´ di nuovo un numero congruo a 1 modulo 6. Per la pre-
cisione gli eliminatori colpiscono prima un aspirante dell’altra forma e poi
un aspirante della sua forma:6k + 1, dopo 4 salti, elimina un numero della
forma 6k− 1 e dopo 6 salti un numero della forma 6k+ 1, specularmente fa
il numero 6k − 1.
La conclusione che sorge spontanea e´ che quindi ogni eliminatore y effettuera´
x/y salti di questi x/6y colpiranno numeri della sua stessa forma e x/6y
colpiranno numeri della forma opposta.In totale un eliminatore y colpira´
b x
6y
c+ b x
6y
c ∼ b x
3y
c (2)
numeri aspiranti gemelli.Tra questi possiamo scartare i salti effettuati all’interno
della zona degli eliminatori visto che stiamo considerando gli aspiranti al di
sopra di
√
x.La formula (2) diventa quindi
K = b x
3y
c − b
√
x
3y
c (3)
La stima (3) non tiene conto delle possibili ripetizioni ovvero che due elimi-
natori potrebbero colpire lo stesso aspirante gemello, quindi conteremo due
volte lo stesso numero gia´ eliminato; inoltre assumiamo che ogni volta che un
eliminatore effettua un salto colpisca una coppia di gemelli mentre in realta´
potrebbe eliminare un numero che gia´ e´ stato privato del suo compagno e
quindi che sarebbe ininfluente nel conteggio delle coppie.
La formula finale diventa quindi
bx
6
c − b
√
x
6
c −
∑
y∈pi(√x)
K (4)
dove K e´ l’espressione (3) e pi(
√
x) sono i numeri primi minori di
√
x.Il fatto
che la (4) si mantenga positiva e quindi confermi la congettura dei primi
gemelli e´ pura utopia ,bisogna raffinare la stima eliminando le ripetizioni ed
introducendo nuove osservazioni.
3. La funzione w(n)
Per proseguire il discorso introduciamo la funzione w(n) che rappresenta
il numero di primi distinti in cui e´ possibile fattorizzare il numero n.In
questo modo eviteremo le ripetizioni, infatti tutti i numeri che vengono
colpiti da un eliminatore necessariamente vengono cancellati anche da un
altro eliminatore ( grazie alla fattorizzazione); cos´ı possiamo tranquillamente
dimezzare il numero dei salti visto che di essi bastano solo la meta´ per
eliminare gli aspiranti gemelli.Il problema e che un aspirante primo potrebbe
essere colpito da piu´ di due numeri; in questo caso ad esso vanno tolti due
salti e se tutti i numeri fossero colpiti da tre eliminatori dovremmo dividere
per 3 il numero totale dei salti.Ci serve quindi una funzione che indica da
quanti primi distinti e´ formato un numero. Considereremo la crescita media
di w(n),visto che puntualmente e´ molto irregolare,che ci indichera´ di quanto
dobbiamo dividere i salti degli eliminatori.
Utilizzando la stima di Hardy and Wright (1979) si ha percio´∑n
i=1w(i)
n
= ln ln(n) +B1 +O(
1
ln(n)
) (5)
dove B1 = 0.261497128. Quindi un minorante per la funzione di media e´
ln ln(n) +B1 − 1ln(n) ≤
∑n
i=1w(i)
n
(6)
Utilizzando la (6) si perviene a
w(z) = z ln ln(z) +B1z+O(
z
ln z
)− (z−1) ln ln(z−1)−O( z − 1
ln z − 1)(7)
dove z = 6k − 1 oppure z = 6k + 1. La
L =
1
#z
∑
z∈[1,n]
w(z) (8)
ci fornisce la media cercata.
4. Gemelli completamente sterminati
Sfruttando il teorema dei numeri primi che afferma
lim
x→∞
pi(x)
x/ ln(x)
= 1
e in accordo con la diseguaglianza di Chebischev
0.92...
x
ln(x)
≤ pi(x) ≤ 1.105... x
ln(x)
otteniamo che se abbiamo x numeri siccome xln(x) sono numeri primi possi-
amo scegliere come distanza media fra numeri primi consecutivi ln(x). In
effetti questa assegnazione puo´ essere intesa come una forma debole (al primo
ordine) dell’utilizzo della funzione logaritmo integrale Li(x):
Li(x) =
x
lnx
∞∑
k=0
k!
(lnx)k
Littlewood (1914) dimostro´ che Li(x)− pi(x) cambia di segno infinite volte
quindi Li(x) e´ un ottimo candidato per la media, ma per non appesantire
i calcoli lavoreremo con xln(x) suo approssimante al primo ordine riservando
gli ordini succesivi alla fine dell’articolo. Chiamando µ il successivo numero
primo di x abbiamo quindi
µ− x = ln(x), (9)
aumenta fino a diventare maggiore di 8 significa che, tra un numero primo
e l’altro, una coppia di aspiranti gemelli viene completamente sterminata,
ovvero non rimane nessun sopravvissuto ai salti degli eliminatori.Questa e´
una buona cosa perche´, grazie a questo sacrificio, le altre coppie di primi
sopravviveranno provando la congettura. Infatti se una coppia viene com-
pletamente sterminata questo significa che due salti vengono impiegati per
eliminare la coppia di gemelli. Al numero di salti totali bisogna togliere
i salti che colpiscono numeri gia´ privati dei loro gemelli. Questi, infatti,
sono salti irrilevanti nel conteggio degli aspiranti numeri primi gemelli che
saranno cancellati.
Quindi tutto si riduce nel trovare una buona approssimazione di
T =
∑
p∈[√x,x]
bdist(p)− 3
6
c (10)
dove dist(p) e´ la funzione che restituisce la distanza tra p,numero primo, ed
il suo successivo numero primo.
T˜ =
n∑
p=
√
n
(b ln(p)− 3
6
c)+ (11)
e´ il numero di salti che sterminano completamente le coppie di gemelli
nell’intervallo considerato .Ogni x della formula (9) e´ in realta´ un numero
primo quindi se sviluppiamo la sommatoria della (11) otteniamo
n∑
p=
√
n
b ln(p)
6
c−b3
6
(
n
ln(n)
−
√
n
ln
√
n
)c ∼
n∑
p=
√
n
ln(p)
6
−5.5
6
(
n
ln(n)
−
√
n
ln
√
n
)(12)
dove nell’ultimo passaggio abbiamo considerato che stiamo sommando le
parti intere quindi dobbiamo togliere almeno un numero di elementi pari
alla parti decimali che si possono ottenere.Nel nostro caso essendo il numer-
atore diviso per 6 le parti decimali che posso ottenere sono 16 ,
2
6 ,
3
6 ,
4
6 ,
5
6 che
sommati fra loro ci fanno ottenere 2.5 quindi il numeratore va corretto con
−2.5( nln(n) −
√
n
ln
√
n
) da cui la spiegazione del valore 5.5.
5. Sviluppo della funzione contatore di numeri primi gemelli
Considerando i potenziali numeri primi tra x e la sua radice abbiamo che
essi sono uguali a b2x6 c − b2
√
x
6 c in accordo con la (1). Se ad essi togliamo
i numeri primi compresi nello stesso intervallo ,[
√
x, x], otteniamo i numeri
eliminati dal crivello senza ripetizioni. Questa quantita´ senza notevoli sforzi
ci permette cos´ı di calcolare la (8) ed anche il terzo membro della (4) ovvero
di rappresentare
1
L
∑
y∈pi(√x)
K = bx
3
c − b
√
x
3
c − pi(x) + pi
√
(x) (13)
senza il bisogno di calcolarsi w(n) per gli aspiranti primi.A questo punto
riassemblando le varie componenti siamo in grado di scrivere la funzione
contatore dei numeri gemelli
Υ(x) = bx
6
c − b
√
x
6
c − 1
L
∑
y∈pi(√x)
K + T (14)
dove
1
L
∑
y∈pi(√x)
K = bx
3
c − b
√
x
3
c − pi(x) + pi√x (15)
T =
∑
p∈[√x,x]
bdist(p)− 3
6
c (16)
Essa rappresenta il numero di primi gemelli tra x e
√
x quindi se si mantiene
maggiore di zero la congettura che afferma esistono infinite coppie di numeri
gemelli risulta verificata .
Fig. 2 In rosso la vera funzione dei numeri gemelli in [
√
x, x] e
Υ(x) in blu.
Naturalmente usando il teorema dei numeri primi
pi(x)− pi√x ∼ ( x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) (17)
giusto per poter approssimare meglio dal basso la funzione dei numeri primi
gemelli; alla luce di questo poi vedremo come la stima peggiore andrebbe ad
alterare il risultato del prossimo Teorema
6. Approssimazione della funzione contatore dei numeri gemelli
Consideriamo a questo punto,date le precedenti conclusioni, l’approssimazione
Υ˜(x) = bx
6
c − b
√
x
6
c − 1
L˜
∑
y˜∈pi(√x)
K˜ + T˜ (18)
dove
1
L˜
∑
y˜∈pi(√x)
K˜ = bx
3
c − b
√
x
3
c − ( x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) (19)
T˜ =
(ln(x)− 5.5)
6
(
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) (20)
Teorema 1 La funzione Υ˜(x),definita da (18)-(20), che approssima Υ(x)
funzione contatore dei numeri gemelli, definita dalle (14)-(16), e´ maggiore
di zero per ogni x > 141.83.
√
x− x
6
+ (
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) +
(ln(x)− 5.5)
6
(
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) ≥ 0
√
x− x
6
+
ln(x)
6
(
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) +
0.5
6
(
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) ≥ 0
usando le proprieta´ dei logaritmi
√
x− x
6
+ (
x
6
− 2
√
x
6
) +
0.5
6
(
x
ln(x)
− 2
√
x
lnx
) ≥ 0
0.5
6
(
x− 2√x
ln(x)
)−
√
x
6
≥ 0
minimo comune multiplo
√
x(0.5
√
x− 1− ln(x))
lnx
≥ 0
Il denominatore e´ maggiore di zero per x > 1 il numeratore e´ un equazione
logaritmica avente due soluzioni 0.52 e 141.83. E’ positiva all’esterno di
questi valori quindi la funzione Υ˜(x) si mantiene positiva per x ∈ [0.52, 1]∪
[141.83,∞) verificando il teorema.
.
Per x < 20 i numeri gemelli si possono contare manualmente il teorema
ci assicura che la congettura e´ verificata poiche´ per ogni nuovo x i gemelli
aumentano sempre visto che la funzione si mantiene sempre positiva garan-
tendo l’inifinita´ degli stessi.
L’ipotesi veramente importante per la riuscita del calcolo che dimostra il
teorema e´ che la distanza fra i primi si mantenga pari o superiore al ln(x).
Se avessimo assunto ,seguendo l’approssimazione di Gauss, che la distanza
fosse pari a k ln(x) con 0 < k < 1 il teorema non sarebbe stato verificato.
Ad esempio assumendo k = 0.7851 si avrebbe
√
x(
√
x0.5− 1− 0.5702 ln(x)− 0.2149√x ln(x))
ln(x)
≥ 0
√
x(
√
x(0.5− 0.2149 ln(x))− 1− 0.5702 ln(x))
ln(x)
≥ 0
quindi il segno dei termini al numeratore dipende da
√
x(0.5− 0.2149 ln(x)) (21)
che e´ una quantita´ all’inizio positiva , ma poi a causa del ln(x) diventera´
negativa facendo diventare l’intero numeratore negativo visto che avremo
somma di termini tutti negativi da cui il rifiuto della congettura.
Tuttavia scegliendo come distanza media k ln(x) con 0 < k < 1 stiamo
assumendo come approssimante di pi(x) ∼ 1k xlnx ∼ Li(x) per qualche ordine
superiore dipendente dalla scelta di k.
Teorema 2 Sotto le ipotesi del teorema (1) ma scegliendo come distanza
media
1
k
x
ln(x)
con 0 < k < 1 la funzione approssimante Υ˜(x) si mantiene positiva per
x > 141.83
Seguendo i passi della dimostrazione precedente si perviene a
√
x− x
6
+
1
k
(
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) +
1
k
(k ln(x)− 5.5)
6
(
x
ln(x)
−
√
x
ln
√
x
) ≥ 0
da cui segue
1
k
0.5
6
(
x− 2√x
ln(x)
)−
√
x
6
≥ 0
e quindi
√
x(0.5k
√
x− 1k − ln(x))
lnx
≥ 0
verificando l’ipotesi poiche´ il numeratore e´ una funzione logaritmica simile
a quella del teorema (1). 
Il teorema e´ stato dimostrato anche per ordini successivi di Li(x) infatti se
osserviamo lo sviluppo non abbiamo fatto altro che porre
1
k
=
∞∑
t=0
t!
(lnx)t
.
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